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В работе составлен и реализован алгоритм вычисления фрактальной
размерности скаттерограммы мгновенного сердечного ритма (МСР).
Определена фрактальная размерность скаттерограммМСР D двух кон-
кретных пациентов и ее значения, соответственно, равны 1,415 и 1,156.
Уклонение множества точек скаттерограмм от самоподобных фрак-
тальных множеств составило менее 0,01. Описаны значение D, геомет-
рия скаттерограммы и характер состояний сердечно-сосудистой систем
пациентов.
Ключевые слова: мгновенный сердечный ритм, скатерограмма,
фрактальная размерность, самоподобие.
Вестник ТвГУ. Серия: Прикладная математика. 2014. № 3. С. 105–115.
Введение
На повестке дня сейчас остро стоит вопрос о необходимости создания и раз-
вития новых математических методов и подходов для анализа больших масси-
вов данных, полученных в результате холтеровского мониторирования. Методом
электрофизиологической инструментальной диагностики, позволяющим получить
большой массив RR-интервалов с точностью ± 1 мс, является холтеровское мони-
торирование (синоним – суточное мониторирование ЭКГ). Предложен американ-
ским биофизиком Норманом Холтером. Исследование представляет собой непре-
рывную регистрацию электрокардиограммы в течение 24 часов и более (48, 72
часа, и даже до 7 суток).
Электрокардиография представляет собой метод графической регистрации
разности потенциалов электрического поля сердца, которое возникает при его ра-
боте. Регистрация осуществляется при помощи специального аппарата, который
называется электрокардиографом, а получаемая кривая называется электрокар-
диограммой (ЭКГ).
Особенности функционирования сердечно-сосудистой системы, исследуемые
при изучении сердечного ритма, привлекают внимание исследователей уже более
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50 лет. Характеристики ритма сердца при его математической обработке оказались
весьма значимы в диагностических и прогностических целях. Первые данные, по-
лученные в институте медико-биологических проблем Р.М. Баевским [3], предло-
жившим проводить кардиоинтервалографию – изучение длительностей последо-
вательных кардиоциклов (RR-интервалов на ЭКГ), позволили дать характерные
варианты нормы и патологии. В последующем метод исследования сердечного
ритма получил свое развитие в разработанной методике анализа вариабельности
сердечного ритма, для чего чаще применяются временной и спектральный мате-
матический анализы последовательных RR-интервалов. Однако результаты всех
этих методов оказываются подчас весьма противоречивыми и их прогностическое
значение становится сомнительным. Нельзя исключить, что ритм сердечной де-
ятельности несет в себе целый ряд нераскрытых механизмов, что может быть
предпосылкой к его дальнейшему изучению, и этот аспект, на грани многих наук,
является достаточно актуальным.
Одним из методов функциональной диагностики сердца является наблюдение
за динамикой RR-интервалов. Наглядно RR-интервалы изображены на Рис. 1.
Рис. 1: Зубцы и интервалы нормальной ЭКГ
1. Мгновенный сердечный ритм и фрактальная размерность скаттеро-
грамм
Пусть 𝑖 – номер текущего RR-интервала, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Число n является числом
сердечных сокращений за время наблюдения 𝑇 . Значение МСР на 𝑖-ом интервале
согласно [1] равно 𝑦𝑖 = 60/𝑇𝑅𝑅𝑖 . Пусть пику R-зубца соответствует момент вре-
мени 𝑡𝑖. Тогда 𝑇𝑅𝑅𝑖 = 𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖. Промежутки времени 𝑡𝑖 приводятся в секундах,
а мгновенный ритм 𝑦𝑖 в минутах
−1. На всем промежутке времени 𝑡𝑖 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑖+1
кривая сердечного ритма 𝑦(𝑡) дается формулой:
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𝑦 (𝑡) = 𝑦𝑖 + (𝑦𝑖+1 − 𝑦𝑖) 𝑡− 𝑡𝑖
𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖 . (1)
Одним из способов анализа вариабельности сердечного ритма (ВСР) являет-
ся оценка показателей скаттерограммы, построенной из последовательности RR-
интервалов [2].
Сущность этого метода заключается в графическом отображении последова-
тельных пар кардиоинтервалов (предыдущего и последующего) в двухмерной ко-
ординатной плоскости. График и область точек, полученных таким образом, назы-
вается скаттерограммой. С помощью данного метода можно анализировать боль-
шой объем данных.
В отличие от [3] мы предлагаем анализировать ВСР с помощью скаттерограм-
мы МСР 𝑦𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Нами в работе [2] уже исследовались фрактальные свой-
ства скаттерограмм МСР. Пример кривой МСР 𝑦(𝑡) изображен на Рис. 2.
Рис. 2: Пример кривой МСР y(t)
Проведем анализ результатов мониторирования ЭКГ двух пациентов Тверско-
го областного кардиологического диспансера с ранее установленным диагнозом
ишемической болезни сердца. В первом случае имелась выраженная желудочко-
вая экстрасистолия (274 в час при норме менее 6 в час) и 2 эпизода фибрилляции
предсердий. При этом ишемия миокарда отсутствовала. Анализ ВСР выявил ее
сохранность со сбалансированным соотношением высоко- и низкочастотного ком-
понентов. Напротив, второй случай характеризовался отсутствием нарушений сер-
дечного ритма, но здесь имела место выраженная ишемия миокарда (64 мин за
сутки наблюдения). Необходимо подчеркнуть, что ее суточная продолжительность
более 60 мин считается важным неблагоприятным прогностическим маркером раз-
вития сердечно-сосудистых событий, в том числе и инфаркта миокарда.
Полученные результаты первого и второго пациентов представлены на Рис. 3
и Рис. 4, соответственно. На осях данных рисунков 𝑦𝑖 и 𝑦𝑖+1 имеют размерность
мин−1. Количество элементов в исследуемых массивах порядка 65 тысяч.
Возникает вопрос о свойствах скаттерограмм, представленных на указанных
рисунках. Одним из важнейших свойств, которым могут обладать данные множе-
ства – свойство симметрии и самоподобия или же фрактальности. Самоподобие
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Рис. 3: Скаттерограмма МСР первого пациента
Рис. 4: Скаттерограмма МСР второго пациента
– это свойство масштабной инвариантности, при котором части данного множе-
ства подобны целому. Это свойство самоподобия положено в основу определения
фракталов и часто используется в качестве определяющих их свойства. Основным
свойством фрактального множества является значение его фрактальной размерно-
сти D, которое, как правило, является дробным и характеризует степень сложно-
сти структуры данного множества. Фрактал можно представить как объединение
некоторого числа N непересекающихся подмножеств, полученных масштабирова-
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нием оригинала с коэффициентом r. Тогда фрактальная размерность его равна:
𝐷 = ln𝑁/ ln(1/𝑟).
Эта формула позволяет вычислить фрактальную размерность точных фрак-
талов. Если же множество является приближением фрактала, то для оценки его
фрактальной размерности используются другие методы, например, клеточный ме-
тод. Для этого выбирается некоторое ограниченное множество в метрическом про-
странстве, например, скаттерограмма, построенная на Рис. 3, 4. Нарисуем на ней
равномерную сетку с шагом 𝜀 и закрасим те ячейки сетки, которые содержат хотя
бы один элемент исходного множества. Повторяя эту процедуру по некоторым зна-
чениям 𝜀 и фиксируя на каждом шаге число N закрашенных ячеек, мы получим
в дважды логарифмических осях множество точек.
2. Вычисление фрактальной размерности скаттерограммы
Основой вычисления D клеточным методом является соотношение между чис-
лом клеток N, которые накрывают точки рассматриваемого множества, со сторо-
ной 𝜀:
ln𝑁 = −𝐷 ln 𝜀. (2)
В формуле (2) значение 𝜀 обезразмерено делением на мин−1.
Скаттерограмма МСР представляет собой отображение последовательных пар
(𝑦𝑖, 𝑦𝑖+1), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 − 1 в двумерной координатной плоскости. Суть метода за-
ключается в подсчете соотношения между числом 𝑁 клеток, которые накрывают
точки рассматриваемого множества, и стороной 𝜀 этих клеток. Наглядно эту про-
цедуру представим на Рис. 5.
Рис. 5: Скатерограмма с нанесенным клеточным покрытием, 𝜖𝑎 = 32, 𝜖𝑏 = 25,
𝜖𝑐 = 12
Кратко изложим предлагаемый нами алгоритм вычисления фрактальной раз-
мерности МСР:
1. Покрываем исходное множество равномерной сеткой с размером ячейки 𝜀.
2. Проверяем каждую ячейку на существование в ней хотя бы одного элемента
из массива значений 𝑦𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.
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3. Если ячейка содержит хотя бы один элемент, то увеличиваем счетчик закра-
шенных ячеек на 1.
4. Запоминаем последнее значение счетчика при текущем 𝜀.
5. Увеличиваем текущее значение 𝜀 в a раз.
6. Переходим к пункту 1 с новым значением 𝜀. Переход осуществляется до тех
пор, пока значение 𝜀 меньше, либо равно максимальному значению множе-
ства 𝑦𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.
7. Аппроксимируем найденную зависимость ln𝑁 от ln 𝜀 отрезком прямой по
методу наименьших квадратов. Тогда значение фрактальной размерности
𝐷1 будет определяться угловым коэффициентом этого отрезка с обратным
знаком.
8. Сгенерируем множество вершин треугольника Серпинского с тем же значе-
нием числа точек, что и скаттерограмма МСР, и рассчитаем по представлен-
ному выше алгоритму значение фрактальной размерности этого множества
𝐷. Нормируем фрактальную размерность скаттерограммы МСР 𝐷 с уче-
том теоретической фрактальной размерности треугольника Серпинского по
формуле:
𝐷 = 𝐷1 −𝐷1𝐶 + ln 3
ln 2
. (3)
Данный алгоритм реализован в виде программы на языке программирования
Delphi.
Как правило, фрактальную размерность исследуемого множества клеточным
методом определяют с использованием его представления в одном из графических
форматов данных. Преимущество предлагаемого подхода заключается в том, что
для вычисления фрактальной размерности берется не пиксельная оценка, кото-
рая зависит от качества полученного изображения, а исходный массив числовых
данных, что полностью исключает возможность погрешности, возникающей вслед-
ствие возможного использования некачественного графического источника.
Нами проведены вычисления зависимости ln𝑁 от ln 𝜀 с помощью данной про-
граммы для массивов данных скаттерограмм МСР, представленных на Рис. 3 и
Рис. 4. Результаты приведены на Рис. 6a и Рис. 6b.
В случае точного фрактала зависимость ln𝑁 от ln 𝜀 имеет вид прямой, угло-
вой коэффициент k которого связан с фрактальной размерностью соотношени-
ем 𝐷 = −𝑘. Из Рис. 6a и Рис. 6b видно, что зависимость ln𝑁 от ln 𝜀 является
приближенно линейной. В связи с этим возникает вопрос о точности линейной
аппроксимации, а, следовательно, насколько близки скаттерограммы к точным
фрактальным множествам.
Вычисление значения 𝑅2 позволяет оценить достоверность аппроксимации
множества точек Рис. 6a прямой линией, а следовательно, степени близости это-
го множества к фракталу. Более подробно способы вычисления 𝑅2 описаны в [5].
Для множества точек на Рис. 6b 𝑅2 = 0, 9981 и 𝑅2 = 0, 9980. Данные значения
𝑅2 характеризуют очень высокую степень самоподобия скаттерограмм МСР. Дан-
ное свойство скаттерограм позволяет надеяться на возможность использования в
практической кардиологии.
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(а) (b)
Рис. 6: Зависимость ln𝑁 от ln 𝜀 для Рис. 3 (а) и Рис. 4 (b)
Угловой коэффициент 𝑘 прямой, изображенной на Рис. 6a, оказался равным
-1,415. Отсюда следует, что значение фрактальной размерности множества точек
скаттерограммы Рис. 3 D равно 1,415. Данный факт указывает на высокую сте-
пень хаотичности точек скаттерограммы Рис. 3.
Угловой коэффициент прямой Рис. 6b оказался равным -1,156. Отсюда следует,
что значение фрактальной размерности множества точек скаттерограммы Рис. 4 D
равно 1,156. Это указывает на низкую степень хаотичности точек скаттерограммы
Рис. 4.
3. Обсуждение полученных результатов
В настоящее время большое значение при обследовании больных придается
поиску ранних признаков, указывающих на риск сердечно-сосудистых катастроф.
Одним из методов такого прогнозирования является анализ ВСР, проводимый в
том числе и при холтеровском мониторировании ЭКГ. Показателем неблагопо-
лучия в данном случае признается снижение общей мощности волн спектра. С
другой стороны, при мониторировании ЭКГ регистрируются как аритмические,
так и ишемические события, которые так же используются в риск-стратификации
у кардиологических больных.
В настоящем исследовании при анализе 2 случаев мы не видели снижения
общей мощности волн спектра. Однако в 1-м наблюдении имелась выраженная
желудочковая аритмия, на фоне которой возможно развитие внезапной сердеч-
ной смерти. Напротив, 2-е наблюдение связано с существенным атеросклерозом
сосудов сердца и их сужением, что в итоге с большой долей вероятности может
привести к развитию инфаркта миокарда и так же способствовать риску сердеч-
ной смерти.
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Вероятно, различие полученных скатерограмм отражает различные механиз-
мы патологического процесса в сердце, что требует дальнейшего более детального
изучения.
Показанное нами с высокой точностью свойство самоподобия скаттерограммы
МСР позволяет рассматривать ее как фрактальное множество и, соответственно,
применять к его изучению методы фрактального анализа. Несмотря на то, что в
данной работе было рассмотрено всего два случая, вышеуказанное нами свойство
было выявлено при исследовании нескольких десятков скаттерограмм.
Для наглядности фрактальные, геометрические свойства скаттерограмм МСР
и основные характеристики состояний сердечно-сосудистой системы даны в Таб-
лице 1.
Таблица 1: Свойства скаттерограмм МСР и основные характеристики
состояний сердечно-сосудистой системы
Номер
пациен-
та
Значение
D
Геометрия скаттеро-
граммы
Состояние сердечно-сосудистой си-
стемы
1
2
1.415
1,156
Многосвязное мно-
жество из 4 обла-
стей. Асимметрия
относительно диаго-
нали.
Односвязная об-
ласть с невысокой
степенью ассимет-
рии относительно
диагонали.
Ишемическая болезнь сердца.
Желудочковая аритмия. Желу-
дочковая экстрасистолия (274 в
час при норме менее 6 в час). Два
эпизода фибрилляции предсердий.
Ишемия миокарда отсутствует.
Отсутствует нарушение сер-
дечного ритма. Атеросклероз
сосудов сердца и их сужение.
Ишемия миокарда (64 минуты за
сутки наблюдения).
Проведенное нами исследование указывает на существенное отличие значе-
ний фрактальной размерности скаттерограмм МСР для различных пациентов с
различными симптомами заболеваний, что хорошо видно из данных Таблицы 1.
Результаты наших исследований, несомненно, указывают на перспективность ис-
пользования на практике этого параметра, как маркера состояний сердечно-
сосудистой системы.
Заключение
Нами составлен и реализован алгоритм вычисления фрактальной размерности
скаттерограммы мгновенного сердечного ритма (МСР). На его основе определена
фрактальная размерность скаттерограмм МСР D двух конкретных пациентов и ее
значения соответственно равны 1,415 и 1,156. Показано, что уклонение множества
точек скаттерограмм от самоподобных фрактальных множеств составило менее 1
процента. Проведен анализ соответствия характеристик скаттерограммы МСР и
состояния сердечно-сосудистой системы конкретных пациентов.
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Проведенное исследование позволяет надеяться на использование фракталь-
ных свойств скаттерограмм МСР как маркера состояний сердечно-сосудистой си-
стемы.
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In this work the algorithm of calculation of fractal dimension of a
scattergramm of the instant cardiac rhythm (ICR) is made and realized.
Fractal dimension scattergramm is defined MSR of D two specific patients
and its value are respectively peer 1,415 and 1,156. Evasion of a set of points
scattergramm from the self-similar fractal sets made less than 0,01. Value
of D, geometry of a scattergramm and character of states cardiovascular
systems of patients are described.
Keywords: instantaneous cardiac rhythm, scattergramm, fractal
dimension, self-similarity.
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